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Avtonom diferensial tanliklorin hallinin yeganalik meyari

Xiilasa

Mogalads avtonom diferensial tonliklorin hollinin yeganoliyi masalasine baxilmigdir. Sifirlart ilo
odad oxunu funksiyanin igarasinin sabit oldugu araliqlara bélon vo har bir araligda baslangic noq-
toni segmoklo toyin olunmus funksiyalar tiglin Kosi masalasinin hallinin yeganaliyi vo davamliligi
tadqiq olunmusdur. Bu diferensial tonliyin moxsusi hollinin varlig1 aragdirilarken tonliyin sag toro-
findoki funksiyanin analitik ifadesindon va onun sifirlarinin koordinat miistovisinds yerlogsmasindon
asil1 olaraq hallin “birtorafli” yeganslik hali miioyyon edilmisdir. Gostorilmigdir ki, verilmis sortlor
daxilinds tonliyin hallinin baslangic ndéqtonin yaxin otrafindan bu néqtoys kegmasi {i¢iin zoruri za-
man ani geyri-moxsusi inteqralla toyin olunur. Sonlu zaman aninda hsllin yegansliyinin pozulmasi
geyri-moxsusi inteqralin bilavasito yigilan olmasi ilo, hallin tarazliq halina keg¢o bilmomasi iso
geyri-moxsusi inteqralin dagilan olmasi ils izah olundugu vo bununla da hollin yeganoliyinin saxla-
nilmasi xiisusiyyati asaslt dyronilmisdir.

Agar sozlar: avtonom diferensial tonlik, hallin varligi va yeganaliyi, Lipsits sorti, maxsusi hall,
“birtarafli” yeganalik, istigamatlor meydani, inteqral ayrisi, faza portreti
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Uniqueness Criteria for the Solution of Autonomous Differential Equations

Abstract

The article considers the uniqueness of solutions of autonomous differential equations. The
uniqueness and continuability of solutions Initial VValue Problem (I\VVP) for functions whose zeros
divide the number line into intervals where the sign of the function is constant and are determined
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by the choice of the initial point on each interval are investigated. In studying the existence of a
special decision to this type of differential equation, “one-sided” uniqueness was established
depending on the given function and the location of its zeros in the coordinate plane. It is shown
that the time it takes for the solution of the equation to pass from the neighborhood of the initial
point to this point is determined by an improper integral. It has been studied that the violation of the
uniqueness of the solution at the final moment of time is due to the fact that the improper integral
converges and the impossibility of the solution coming to the equilibrium position is due to the fact
that the improper integral diverges, there by preserving the uniqueness.

Keywords: Autonomous differential equation, the existence and uniqueness of the solution,
Lipschitz condition, particular solution, "one-sided” uniqueness, direction fields, integral curve,
phase portrait

Giris

Avtonom diferensial tonliklorin hollinin varligi vo yeganoaliyi, onun handasi, mexaniki vo
analitik halli bir cox mioalliflor torofindon arasdirilmisdir (Astasova, 2012). Gostorilmisdir ki, sonlu
sayda sifirlar1 olan tonliklords istigamatlor meydan1 Yy =@, Xatlorine nazoran iifiiqidir. Hollin varligi
Vo yeganoliyi teoremina osason miistovinin har bir noqtesindan yalniz bir inteqral oyrisi kegir vo
demoli, digor integral oyrilori Y =a, diiz xattini kesmir (Bufetov, Qongaruk, Ilyasenko, 2019).

Tadqiqgat

Diiz xatt tizorindo Y’ = f (y)avtonom diferensial tonliyino baxag. Forz edok ki, f(y)eC*(R)
funksiyas1 @ <a, <---<a, ndqtesinda sonlu sayda sifirlara malikdir. Bu zaman Y’ = f (y) tonliyinin
istigamotlor meydan1 Y = @, Xottino nozoren iifiigidir, belo ki, y(8,)=0. Ona gora do {yzak}

xatlori inteqral ayrilori ailosino daxil olur. Hallin varligi vo yegansliyi teoremina asason miistovinin
hor bir noqtosindon tonliyin yalniz vo yalniz bir inteqral oyrisi kegir: demoli, digor integral oyrilori

{y= ak} xatlori ilo kasigo bilmaz. Ona gora do inteqral ayrilori tamamilo II, = {ak <y< ak+1}c R?
zolaginda vo yaxud I1; = {y < ao}, Il = {y > an} yarim-miistavilorin birinds yerlosir. Qeyd edok ki,
f(y) funksiyast 6z sifirlar1 arasinda isarosini doyismir. Forz edok ki, f(y) funksiyasi
ye(a,,a,,,) oldugda miisbotdir. Onda IT, zolaginda istigamotlor meydaninin xotlori miisbot
bucaq altinda meyl edir vo II, -da olan ixtiyari integral oyrisi yuxariya dogru yonalmis olur. Bagqa

sozlo @, va a,,, arasinda yerlason ixtiyari hall ii¢iin y(X) = f(y(X))>001ur, ona gora da bu hallor
monoton artandir (Pasayeva S, Veysova S. 2024: soh. 150-155). Zolagin sarhaddina yaxin hissada

f(y) funksiyas: kigilir, ona goro do bu hissado istigamotlor meydam demok olar ki, iifiigidir vo
integral oyrisinin donma bucagi kigilir. Belo ki, integral ayrisi II, zolaginin sarhaddini koss bilmir
va belaliklo, {y=ak+l} Xattinin sag torofiylo vo {y:ak} Xattinin isa sol torofiylo sonsuzluga
yaxinlasir (Astasova, Nikisin, 2010).
XIH‘OO y(x) = e lemm y(x)= & 1)
Analoji hékm @, Vo @,,; sifirlart arasinda f (y) funksiyasmin monfi olan hali {iiin do
dogrudur. Yoni, bu halda integral ayrilori asagi yonalmis olur vo
Im y()=a, lImy(x)=a,. 2
Qeyd etmok lazimdir ki, agor Y(X) avtonom diferensial tonliyin hallidirss, onda y(x+C) ds bu
tonliyin hollidir. Basqa sozlo avtonom diferensial tonliyin inteqral oyrisi X — X+C yerdo-

yismasinds timumi inteqral ayrisino kegir. Demoli, I1, zolaginda miixtolif inteqral oayrisi OX oxu
boyunca yerdoyismada digar integral ayrisindan farglonir .
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Forz edok ki, f(y)funksiyasi hor hansi bir intervalda toyin olunmugdur vo kasilmozdir.

y' = f(y)tonliyi X,ndqtesinin yaxin otrafinda Y(X,) =Y, sortini &doyan halli var vo bu hall
y(x)
yeganadir; f(y,)#0 oldugda verilmis holl Xx-Xx,= J' e inteqrali ilo miioyyan olunur

(Veysova Pasayeva, 2024, s. 142-149). Bu hokm Y(X,) =0 oldugda dogru deyil. Bu halda da ve-
rilmis tonliyin holli var: Y(X) =Y, sabit funksiyas: verilmis tonliyi 6doyir, burada yalniz tonliyin X,
baglangic sortini 6dayan hallinin yeganaliyini todgiq etmok qalir.

Gostarmok olar ki, y'= f(y)tenliyinin halli y, + & noqtesindon Y, ndqtesine kegmasi iigiin

y y
¢ d : .. ) ¢ d . .
lazim olan zaman ani I v geyri-maxsusi inteqralina barabordir. ©gar I v geyri-maxsusi

Yoté& Yoté&
inteqral yigilandirsa onda verilmis zaman ani sonludur vo hallin yegansliyi pozulur. ©gar geyri-
moxsusi inteqral dagilandirsa onda tonliyin halli sonlu zaman fasilasinds tarazliq halina kega bilmir
va hallin yeganaliyi saxlanilir. Belalikla, asagidaki toklifin dogrulugu alinir (Serqeev, 2015, s. 95).

Toklif. Forz edok ki, f(y) funksiyasi kesilmozdir va Y, ndqtasinds izolo olunmus sifira ma-

likdir: f(y,) =0 vo Y, néqtesinin (yo -&, yO)U(yO, Yo +€) otrafinda f(y)=0.
1. Farz edoak ki,

Yo Yoté

dy dy
[t ey (3)
e FQ) 0y T(Y)
inteqrallarmin hor ikisi dagilandir. Onda Y(X) =Y, halli
= f(y) 4)
Y(Xo) =Yo ®)
Kosi masalasinin yegano hallidir.
2. ©gor (3) inteqrallarindan heg olmasa biri y1gilandirsa onda Kosi mosaloasinin sonsuz sayda
halli var.
(1), (2) ifadalorini ciddiyyati vo avtonom diferensial tonliklor {igiin Kosi masalasinin hallinin
yeganoliyi asagidaki teoremlorlo osaslandirilir (Bufetov, Qongaruk, Ilyasenko, 2019).
Teorem 1. Yy'= f(y)avtonom diferensial tonliyi verilmisdir vo f(Y) funksiyas: D oblastinda

kasilmozdir yani f(y)eCp), D=R. Ogor f(c)=0olarsa, onda y=c hallinin moxsusi hll

olmasi iiglin | —— geyri-moxsusi inteqralinin y1gilan olmasi zoruri va kafidir.

f( )
Yo
Burada Y, els bir noqgtadir ki, (yo,c) intervalinda  f (y) funksiyas1 6z isaresini saxlayir. Yoni,

Yo Vo ¢ arasinda f(Y) funksiyasinin basqa sifirlar1 yoxdur.

Teorem 2. Forz edok Ki, kesilmoz f(y) funksiyast sonlu vo ya sonsuz {a,} diskret sifirlara
malikdir va biitlin

ay ay+e

dy dy
I w1 T

a

(6)

geyri-moxsusi inteqrallar1 dagilandir. Onda (4), (5) Kosi mosalasinin VY, € R {igiin yeganos halli
var. Bundan slava:
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1) Forz edok ki, 8, vo a,.,verilmis f(y) funksiyasinm iki qonsu sifirlaridir vo @, <Y, <a,.,.
Onda Y(X,) =Y, baslangic sortino malik olan y(X) halli biitiin X -lar {i¢iin toyin olunmusdur. Dgar
(a ,a,.,) intervalinda f(y)>0 olarsa, onda y(X) monoton olaraq artir vo

lim y(x)=a,,, lm y(x)=a,.
(a,,a,,,) intervalinda f(y) <0 olarsa, onda Y(X) monoton olaraq azalir vo
im y() =8, lim y()=3,.

2) Forz edok ki, (a, ,+OO) intervalinda f(y)>0 vo y,>a,. Onda Y(X,) =Y, baslangic sortini

odoyan Y(X) halli monoton olaraq artir vo lim y(x) =a, ddonir.

2a) Ogar Y, > a, olduqda J.% geyri—-moaxsusi inteqrali dagilandirsa, tonliyin halli biitiin x -
y
Yo

lar Giglin tayin olunmusdur vo lim y(x) =+o.
2b) Bgar bu inteqral yigilandirsa, onda tonliyin y(X) halli Vx < ¢ siiasinda toyin olunmusdur vo
lim y(x)=+c0.
x—c-0
Masalonin qoyulusu va halli.
Mogalada
: fi(y), y=0
y'=£(y), f(y)={1 )
f(y), y<0

y(xo) =Y (8)
tipli avtonom diferensial tonlyin hallinin yeganslik meyar1 tadqiq edilmisdir.
(7) tonliyinin sag torofindoki f(y) funksiyasi D = R oblastinda kosilmozdir, yoni f (y) € Cy,.

Ovvalca (7) tanliyinin xiisusi hali olan

L _Ja(y), y>0 .
y—f(y)—{ 0. y=0 (7)

y(Xo): Yo (8*)
avtonom diferensial tonliyinin yeganolik meyarina baxaq. Verilmis (7°) tonliyinin sag
torofindoki  f(y) funksiyasi [0,+0) intervalinda kosilmozdir, yoni f(y) €Cp). D =[0,40):

Iim0 f(y) =0 vo f(y) funksiyas: Lipsits sortini ddomir (Denisov, 2018, s. 87). f(y) funksiyasinin
y—+

verilmis intervalda Lipsits sortinin ddonilmasini forz edok. Yoni, forz edok ki, 3L >0 Lipsits sabiti

var ki, ¥ ,,Y, € [0:40) tigiin | (y,)~ F(y,)| SL|y, ~Y,| sorti 6donsin (Petrovskiy, 2009). Lakin
elo noqtalar ciitii tapaq ki, bu barabarsizlik 6donmasin. Malumdur ki, bu ndqtalordon biri sifir, digori
iso [O,+oo) yarim intervalindan gotiriilmis ixtiyari noqtadir. Tutaq ki, VY, € [0,+oo), y,=0. Bu
halda

£ ()= F(v2)] =[ f (y) =0 =[ f (v <Ly, ~ 0| = L]y,|
Yani, | f(y)|<Ly|. VL digiin 3y; € (0+0) var ki, |f(y;)|>Lly;|. Bu iso o demokdir ki,
f(y) funksiyas: Lipsits sortini ddomir.
Ogor f(Yy)#0olarsa, onda verilmis tonliyin {imumi holli

B Ly ) Y20
dy f(y) C,, y=0
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soklindadir. f(y)=0o0lduqda tonlik sonlu sayda y=a, =0 vo y=a,,, sifirlara malikdir. Bu
hallorin hor biri {igiin yeganslik meyarin1 yoxlayaq. Y >0 halinda y=a, =0 xottindon asagida
hallin varhigindan danigsmaq olmaz. y=a, =0 vo Y =4a,,; Xotlori arasinda 3y, =a, + & ndqtasi var
ki, bu nogtedon ¢ixan hollin y=a, =0 vo y=a,,, Xotlorino godor davamliligi miimkiindiir.

Bundan olave Y =a,,, Xottindon yuxarida yani y: =a,,, + endqtasindon Y =a, ; Xattino godar olan
halli do miimkiindiir (Balandin, Chudinov, 2008, pp. 5-15).
1) y=a, =0 hallino baxag. Bu hallin yeganaliyi y = 8, Xattindon yuxarida yerloson Y, =a, +¢&

0
_ d . ..
noqtasindan bu Xatts godar olan If—y geyri-maxsusi inteqralin yigilan vo ya dagilan olmasindan
Yo

0 0
asilidir. Ogor Ifd—yzoo olarsa, onda Yy =4a, =0 halli maxsusi hall deyil. Ogar Ifd—y<oo olarsa,
Yo Yo

onda Yy =a, =0 holli maxsusi halldir.

2) Y=a,,, hollinin moxsusi hall olmas1 Yy = a, , xottindon asagida yerlogon V: =a,,, —& ndq-

Ayt

tosindon bu xotto godor olan I

Yo

) vo Y =2a,,, xottindon yuxarida yerlogson y* =a,, +& noq-
y 0

tosindon bu xatto qodar olan I fd—yqeyri-mexsusi inteqralinin yi1gilan vo ya dagilan olmasindan
Yo
asihidir (Sabatulina T., Malygina V. 2014.—Ne 61.—P. 1-16).

dy =o0 Vo ya I i=ooolarsa, onda Y =a,,; maxsusi hall deyil. ©gor J
Y

SION f(y)

Ayl

dy
f(y)

<oo V3
Yo

ya I dy <ooolarsa, onda Yy =a,,; moxsusi hallidir.
0

Avtonom diferensial tonliklor tigiin hallin yeganslik meyarini (7) tonliyino totbiq edok.
Verilmis (7) tonliyinin sag torofindoki f(Yy) funksiyas1 D < R intervalinda kosilmozdir, yani

f(y) eCp). Ogor f(y)=#0olarsa, onda verilmis tonliyin imumi holli

dx 1 >
dy f(y) w(x.C,), y<0
soklindadir. ©gor f(y) =0 olarsa, onda tonlik sonlu sayda y=2a, =0 vo Yy =a,,, kimi sifirlara
malikdir. Teorem 1-0 osason Y =38, =0 hollinin moxsusi hall olmas: iigiin I% geyri-moxsusi
y
Yo

inteqralinin yigilan olmasi zaruri vo kafidir. y >0 halinda inteqrallamanin Y, asag1 sorhoddi olaraq

& Ayl
y=4a, =0 xottindon yuxarida yerloson Y, =a, +& noqtosi gotiiriiliir. Bu halda J dy dy

RTONERTT)

1

dy
f(y)

y =a,,; xotlori vasitasilo tonliyin hallinin yeganslik meyarin1 miioyyon etmoays imkan verir. Ogor

Ay,
vo yaxud J geyri-moxsusi inteqrallarinin yigilan vo ya dagilan olmast y=a,=0 vo
Yo
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a dy 841 dy Ay, d

J. —— =00, J. ———=0 Vo ya ——=oo0larsa, yoni verilmis geyri-moxsusi inteqrallari
T I () L Hy)

dagilandirsa, onda y=a, =0 wo y—ak+1 moxsusi holl deyil. (7) tonliyinin y <0 sortindo
y =&, =0sifirindan basqa Y =a, # a;sifirlar1 da vardir. y <0 halinda inteqrallamanin Y, asagi
sorhoddi olaraq Yy =2a, =0 xottinden asagida yerloson Y, =8, —& noqtosi gotiiriiliir. Bu halda
Jd_y w [
AT RNERT()
xotlori vasitosilo tonliyin hollinin yeganoslik meyarini miioyyon etmoyo imkan verir. Ogor
3 8
J d—y:oo Vo d—yzoo olarsa, yoni verilmis geyri-moxsusi inteqrallar dagilandirsa, onda
I () I ()
y =a, =0 moxsusi hall deyil (Pantryaqin, 1986).

Xiisusi maraq kasb edon iki asas fakt1 geyd etmak olar. y >0 vo y <0 halinda (7) tonliyinin sag
torafindoki  f(y) veo f,(y) funksiyalari igiin y=4a, =0 tonliyin ortaq sifindir. Bu halda

geyri-moxsusi inteqrallarinin yi1gilan vo ya dagilan olmas1 Yy=a, =0 vo y=4a,

y=2a, =0 xottinden uygun olaraq yuxarida vo asagida gotiiriilmiis Y, =8, +& vo Y,=a,—¢&

noqtalorindon bu xotto qador olan I ' ) oya J. —f( ) geyri-miioyyan inteqrallarinin sonlu limiti
y

Yo

varsa, 0 zaman Y=2a, =0 moxsusi hollidir. Burada iki hal miimkiindiir (Balandin, Sabatulina,

2017, s. 26-37).

3y

1) j d—y<oo Vo T fd—yzoo
Yo

1T y)
Yo>0 Yo<0
ay dy ay dy
2) —————=% Vo ——<®
i () i f(y)
Yo>0 Yo<0

Hor iki halda y=a, =0 xottindo “birtorafli” yeganoalik miisahido olunur. y>0 halinda (7)
tonliyinin sag torofindoki f,(y) funksiyasi tigiin

y
d
X(Y) =%+ [
Yo

= x(y)=% +Fl(y)

f.(y)
y
yazmagq olar. Burada F(y)zyj fdy vo X'(y) =F/(y) oldugundan % = Fl,ty).
Digar torafdon
ﬂ:fl(y)jfl(y):i :>F1,(y) — >0, ye(a a )
dX Fl,(y) f( ) k k+1

F(y) funksiyast ye(a,,a,,,) intervalinda monoton artandir. Demoli, y(x)=F "(x—x,)
verilmis (7) tonliyinin y >0 oldugda hollidir. Burada F, " funksiyasi F,(y) funksiyasmin tarsidir.

a

7 1Y)

=oo sorti daxilinda (7) tonliyinin y >0 hali tigiin y — a, +0olduqgda limits kegok:
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. — i _ak dy -
yﬂrarkLOX(Y)—yﬂgk‘m{xo Jfl()’)} =—00

0

Buradan gériniir ki, lim y(x)= lim F,"(x—x,) =a, +0, yani y=y(x) halli (-0, x,] yarim-
y—>—x© y—>—x0

A
oxu boyunca sola dogru davam edir (Belyayev, 2009, s. 3-11). Ogar I fd(y) <oo olarsa, onda
Yo 1 y
a def
im x(y)=_lim | x,~ [ W Cxrex,
y—a +0 y—ay +0 " fl(y)
XErynmy(x):ak +0 =>y=a,.
Oxsar qayda ilo y<O halinda (7) tonliyinin sag torsfindoki f,(y)funksiyasi ti¢iin hallin
yeganalik meyar tohlil edilir. I fd(y ) = oo gorti daxilinds (7) tonliyinin y <0 hali ii¢iin y —>a, —0
o 120y

oldugda limits kegsok:

lim _x(y) = lim {xo—j dy }=+oo
Yo

y—a, — y—a, 0 f2 (y)

alariq. Buradan goriiniir ki, lim y(x) = lim F,™(x=x,) =a, -0, yoni y=y(x) halli [X,,+0)
y—>—0 y—>—0

< oo olarsa, onda

&
. d
yarimoxu boyunca saga dogru davam edir. ©gor I y
Yo 2

a def
lim x(y)= lim {xo—j dy } = %> X,

y—a,—0 y—a, -0 ;. fz(y)
Iim_oy(x) =a, —0

Onda y = y(x) hallini moxsusi hallino gador davam etdirmok olar. Mohz
y= Y(X)’ Xe [)_(’ Xo]
funksiyasi (7) Kosi masalosinin (— 0, XO] yarimoxunda davamedan hallidir.

Sokildo gostorilon faza portretindon goriiniir ki, tarazliq vaziyyatinin yaxin otrafinda tonliyin

holli 6ziinii asagidaki miimiikiin hallarin birino uygun olaraq aparir (Bufetov, Qongaruk, ilyasenko,
2019).

=
\* VT

Sakil. Avtonom diferensial tanliyin integral vo faza ayrilori

g
/
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1. ©gor hor iki on yaxin ox a, ndqtesing yonoldilmisdirss, baslangic sortlori @, -ya yaxin olan
hallor, X — 400 oldugda a, -ya yaxinlasir. Onda hallin bu halda tarazliq voziyysti dayaniqli olur.

2. ©gar har iki on yaxin ox a, noqtesindan kenara yonoldilmisdirse, onda baslangic sortlori a, -
ya yaxin olan hallor avvalce x — —oooldugda a, -ya yaxinlasir vo sonradan ise a, -dan uzaqlasirlar.

Belo bir tarazliq vaziyysti dayanigsizdir.
3. Ogar on yaxin iki oxdan biri a, -ya dogru, digari iso ondan oks tarafo yonoalorso, onda bas-

langic sortlori a, -ya yaxin olan hallardon biri avvalcs, digari ise sonradan @, -ya yaxinlasir. Belo
bir tarazliq voziyyati yarim dayaniglidir.

Natica

Sag torofi kosilmoz funksiya olan xiisusi tipli avtonom diferensial tonliklorin hallinin varlig1 vo
yeganaliyi todqiq edilmisdir. Malum olmusdur ki, ixtiyari baslangic sortlor daxilinds baxilan tip
tonliyin halli var vo bu hall homise yegana deyil. Malum teorems asason hallin varlig1 vo yeganaliyi
iiclin kafi sort, verilmis diferensial tonliyin sag torofindoki funksiyanin Lipsits sortini 6domasidir.
Verilmis tonliyinin sag torofindoki funksiyanin xiisusi halinda hollin yeganaliyi {i¢iin kafi sortin
0donilmasi yoxlanilmigdir. Naticalor gostorir ki, tonliyin hollinin baslangic ndqtenin yaxin otrafin-
dan bu nodqtoye kegmasi liglin zoruri zaman anin1 miisyyon edon geyri-moxsusi inteqral dagilandir.
Bu zaman inteqral oyrilori asimptotik olaraq y =a, xattine yaxinlagir, lakin bu xatts ¢atmir. Bu iso

verilmis diferensial tonliyin hallinin yeganoliyini tosdiq edir. y=a, xotti verilmis tonliyin analitik
ifadosinin hor iki y>0 vo y<O0 hali {igiin ortaq sifiri oldugundan bu xottin digor torafindo

baslangic noqtonin yaxin otrafindan bu noqtoys kegmosini ifado edon geyri-moxsusi inteqralin
y1gilan olmast miisahido olunur. Bu zaman inteqral ayrisi y=a, Xattino ¢atir vo hollin yeganoliyi

pozulur. Beloliklo, y=a, xotti “birtorofli” yeganolik halin1 6zunds saxlayir ki, bu da y=a, xotti-

nin verilmis tonliyin toyin oblastinin sorhoddinds yerlosdiyi {i¢iin deyil, bu xoattin yaxin otrafinda
f (y) funksiyasinin Lipsits sortini 6domomasi ils izah olunur.

Aparilan todqiqat xiisusi tipli avtonom diferensial tonliklorin holli {i¢lin tarazliq voziyystinin
yaxin otrafinda uygun faza portiretini qurmaga vo bu tarazliq voziyyatinin dayaniqligr haqqinda
apriori qiymatlondirma aparmaga imkan verir.
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